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转置,共轭与迹
定义

1 设 A = (aij)m×n为数域 F上的矩阵. 我们称矩阵(a11 a21 · · · am1
a12 a22 · · · am2
· · · · · · · · · · · ·
a1n a2n · · · amn

)
为 A的转置矩阵,记为 AT;

2 设 A = (aij)m×n为复数域 C上的矩阵. 我们称矩阵(a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
am1 am2 · · · amn

)
为 A的共轭矩阵,记为 A;

3 设 A = (aij)n×n为数域 F上的方阵.我们称对角线元素之和
为矩阵 A的迹,记为

tr(A) := a11 + · · ·+ ann.
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转置,共轭与迹的基本性质

引理 (转置和共轭的基本性质)

(A+B)T = AT +BT;
(λA)T = λAT;
(AB)T = BTAT;
(A−1)T = (AT)−1.

A + B = A + B;
λA = λA;
A · B = A · B;
A−1 = A−1.

引理 (迹的基本性质)
tr(A + B) = tr(A) + tr(B);
tr(λA) = λtr(A);
tr(AT) = tr(A), tr(A) = tr(A);
tr(AB) = tr(BA).
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定义

对于一个矩阵 A，我们将它的行和列分为几个部分后得到的由小
矩阵 Aij组成的矩阵

A =


A11 A12 · · · A1s
A21 A22 · · · A2s
...

...
. . .

...
Ar1 Ar2 · · · Ars

 = (Aij)r×s

称为分块矩阵,其中每个 Aij称为子块．

准对角矩阵,准上三角矩阵,准下三角矩阵.
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引理 (分块矩阵基本性质)
(Aij)r×s + (Bij)r×s = (Aij + Bij)r×s;
λ(Aij)r×s = (λAij)r×s;
((Aij)r×s)

T = (Bij)s×r,其中 Bij = AT
ji;

(Aij)r×s = (Aij)r×s;
若 A = (Aij)r×r为方阵且行列拆分方式相同,则

tr(A) =
r∑

i=1

tr(Aii);

若 A1, · · · , Ar均可逆,则 diag(A1,A2, · · · ,Ar)也可逆,且逆矩
阵为

diag(A1,A2, · · · ,Ar)
−1 = diag(A−1

1 ,A−1
2 , · · · ,A−1

r ).
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分块矩阵的乘法

定理

若 A = (Aij)r×s的列拆分方式与 B = (Bjk)s×t的行拆分方式相同,
则

AB =

 s∑
j=1

AijBjk


r×t

.
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行列式

(c, d)

(a, b)
(a11, a12, a13)

(a21, a22, a23)

(a31, a32, a33)

给定两个二维数组向量 (a, b)和 (c, d).如图我们有平行四边
形. 这时平行四边形的 (有向)面积为 S = ad − bc.
给定三个三维数组向量 (a11, a12, a13),(a11, a12, a13)和
(a11, a12, a13).如图我们可构造一个平行六面体. 其 (有向)体
积正好为

∆ = a11
∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a13
∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ .
若给定 n个 n维数组向量呢？
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行列式 (高维平行多面体的有向体积)

定义 (行列式)
方阵 A = (aij)n×n的行列式记为

det(A) 或

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

当 n = 1时,
det(A) := a11.

当 n ≥ 2时, det(A)递归地定义为

det(A) :=
n∑

k=1

(−1)k+1a1k ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 · · · a2,k−1 a2,k+1 · · · a2n
a31 · · · a3,k−1 a2,k+1 · · · a3n
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 · · · an,k−1 a2,k+1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
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行列式

例∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc,∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = a1b2c3+a2b3c1+a3b1c2−a1b3c2−a2b1c2−a3b2c1.

问题

用定义计算 n阶行列式需要计算多少个乘法?

11!

24× 60× 60
= 462.
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子矩阵

定义

由矩阵 A = (aij)m×n的第 i1, i2, · · · , ir行和第 j1, j2, · · · , js列上的
元素依次排列组成的 r × s矩阵称为 A的子矩阵,记作

A
(

i1i2 · · · ir
j1j2 · · · js

)
=


ai1j1 ai1j2 · · · ai1js
ai2j1 ai2j2 · · · ai2js
· · · · · · · · · · · ·
airj1 airj2 · · · airjs


例

若 A =


11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

,则 A
(
13
13

)
=

(
11 13
31 33

)
;

A
(
412
13

)
=

 41 43
11 13
21 23

;
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代数余子式

定义

给定一个 n阶矩阵 A = (aij)n×n.
1 称 Mij := det

(
A
(
1,··· ,i−1,i+1,··· ,n
1,··· ,j−1,j+1,··· ,n

))
为元素 aij的余子式.

2 称 Aij := (−1)i+jMij为 aij的代数余子式.
3 更一般地,称 A的某个 k阶子矩阵的行列式为 A的k阶子式,
删去子式所在的行列所得的矩阵的行列式称为该子式的余子
式.

4 特别地,我们称 det
(

A
(
1,2,··· ,k
1,2,··· ,k

))
为 A的k阶主子式.

根据这个定义,我们可以将行列式的定义式简写为

det(A) =
n∑

j=1

a1jA1j =

n∑
j=1

(−1)i+1a1jM1j.
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行列式例子

例 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 0 · · · 0

a21 a22
. . .

...
...

...
. . . 0

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 · · · ann.
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行列式行展开

定理 (行列式行展开)
设 A = (aij)n×n为 n阶方阵.则对任意 1 ≤ i ≤ n

det(A) =
n∑

j=1

aijAij =

n∑
j=1

(−1)i+jaijMij.
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证明
记 M

[
i1 i2
j1 j2

]
为矩阵 A去掉第 i1, i2 行和 j1, j2 列后的行列式。即

M
[ i1 i2

j1 j2

]
:= det

(
A
(

1, · · · , i1 − 1, i1 + 1, · · · , i2 − 1, i2 + 1, · · · , n

1, · · · , j1 − 1, j1 + 1, · · · , j2 − 1, j2 + 1, · · · , n

))
.

对行列式的阶数 n进行归纳。当 n = 1,结论显然成立。假设结论对 n-1阶行列式成立。则

det(A) =
n∑

j1=1

(−1)
1+j1 a1j1M1j1

=

n∑
j1=1

(−1)
1+j1 a1j1

j1−1∑
j2=1

(−1)
(i−1)+j2 aij2M

[
1, i

j1, j2

]
+

n∑
j2=j1+1

(−1)
(i−1)+(j2−1)aij2M

[
1, i

j1, j2

]
=

n∑
j2=1

(−1)
i+j2 aij2

 n∑
j1=j2+1

(−1)
1+(j1−1)a1j1M

[
1, i

j1, j2

]
+

j2−1∑
j1=1

(−1)
1+j1 a1j1M

[
1, i

j1, j2

]
=

n∑
j2=1

(−1)
i+j2 aij2Mij2

=
n∑

j=1

aijAij

其中第二个等式为对 n − 1阶行列式 M1j1 的第 i − 1行进行展开，第三个等式为交换求和号，第四个等式为对

n − 1阶行列式 Mij2 的第 1行进行展开。
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行列式例子

例 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 . .
.

... an−1,2

an1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)

n(n−1)
2 an1an−1,2 · · · a1n.
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行列式基本性质

定理

方阵 A的行列式具有下列性质:
1 交换 A某两行得 B,则 det(B) = − det(A).
2 将 A的某一行乘 λ得 B,则 det(B) = λ det(A).
3 若 A的某一行是两个向量之和,则 det(A)可拆成两个行列式
之和.

证明思路：将 det(A)按第 p�q两行展开得

det(A) =
n∑

i=1

i−1∑
j=1

(−1)p+q+i+j−1(apiaqj − apjaqi)M
[

p, q
i, j

]
.
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